ЕН.01 МАТЕМАТИКА
ТЕОРИЯ ПРЕДЕЛОВ
283 гр. на 22.09 (2ч)
Задание 1. Изучите новый материал по теории пределов, приведенный ниже в лекции.
Задание 2. Постарайтесь разобраться в приведенных примерах.
Задание 3. Письменно ответьте на вопросы:  

1) Что такое числовая последовательность? Приведите пример числовой последовательности.

2)  Предел последовательности – это… Как он  обозначается?

3) Что такое бесконечно малая величина? Как она обозначается?

4) Что такое бесконечно большая величины? Как она обозначается?
5) Как обозначается предел функции?

6) Как обозначаются односторонние пределы функции?

7) Какие теоремы о пределах существуют? Запишите их формулировки.
8) Какие виды неопределенностей существуют? Привести примеры.
9) Записать 1-ый и 2-ой замечательные пределы. Привести примеры.

10) Составить классификацию точек разрыва функции.

Выполненную работу показать преподавателю на следующем уроке.

Лекция 
Определение. Бесконечной числовой последовательностью называется функция  ƒ(n), определенная на множестве натуральных чисел Ɲ:


[image: image2.png]


= ƒ (1)

[image: image4.png]


= ƒ (2) 


[image: image6.png]


= ƒ (3)


…….


[image: image8.png]


= ƒ (n) , где n( Ɲ, общий член последовательности.
Записывается числовая последовательность следующим образом:

{[image: image10.png]


}: [image: image12.png]X1, X5, X3



…,   [image: image14.png]


 [image: image16.png]


…

Последовательность считается заданной, если известна формула её общего числа [image: image18.png]


.
Например:
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=[image: image22.png]


 .
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;   [image: image26.png]


  [image: image28.png]



, …
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: 1,
  [image: image32.png]


  ,  [image: image34.png]


  , … , [image: image36.png]


  , …

Определение. Последовательность [image: image38.png]{x,}



 называется возрастающей (убывающей), если каждый ее член, начиная со 2-го больше (<) предыдущего, т.е. если для любого номера n выполняется неравенство [image: image40.png]Xps1



>[image: image42.png]


 ([image: image44.png]Xpi1<Xn)




Теорема. Если последовательность имеет предел, то он единственный.

Обозначается предел последовательности:

lim[image: image46.png]



n→[image: image48.png]



 Определение. Если последовательность имеет, то она называется сходящейся. Последовательность, не имеющую предела, называют расходящейся.

Определение. Если lim [image: image50.png]


= 0 , то последовательность {[image: image52.png]


} называют бесконечно малой  (б. м.).
Свойства бесконечно малых
1) Сумма 2-х б. м. есть б. м.

2) Произведение ограниченной последовательности на б. м есть б. м 

Следствие. Произведение 2-х б. м есть б. м

3) lim [image: image54.png]


=a

<=>
[image: image56.png]¢ —a+dn



, где [image: image57.png]


- б.м
(т.е. lim [image: image58.png]


= 0)

n→[image: image60.png]











n→[image: image62.png]



Определение. Последовательность [image: image64.png]{x,}




называют
бесконечно большой (б. б.), если [image: image66.png]lim x,,





n→[image: image68.png]



Если [image: image70.png]{x,}



 – б. б , то [image: image72.png]-
)



 – б. м


[image: image74.png]


 = 0

Если [image: image76.png]{x,}



 – б.м , то [image: image78.png]-
)



 – б. б.
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 = [image: image82.png]



	Пусть функция y=f(x) определена в некоторой окрестности точки a. Предположим, что независимая переменная x неограниченно приближается к числу a. Это означает, что мы можем придавать х значения сколь угодно близкие к a, но не равные a. Будем обозначать это так x → a. Для таких x найдем соответствующие значения функции. Может случиться, что значения f(x)также неограниченно приближаются к некоторому числу b. Тогда говорят, что число b есть предел функции f(x) при x → a.

Введем строгое определение предела функции.

Функция y=f(x) стремится к пределу b при x → a, если для каждого положительного числа ε, как бы мало оно не было, можно указать такое положительное число δ, что при всех x ≠ a из области определения функции, удовлетворяющих неравенству |x - a| < δ, имеет место неравенство |f(x) - b| < ε. Если b есть предел функции f(x) при x → a, то пишут [image: image83.png]lm f(x) =&



 или f(x) → b при x → a.

Несложно заметить, что предел функции должен обладать теми же свойствами, что и предел числовой последовательности, а именно [image: image84.png]m C=C



и если при x → a функция имеет предел, то он единственный.


	[image: image85.png]
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[image: image88.png]





Примеры.
1. Найти предел функции y=2x+1 при x → 1. Используя график функции, можно увидеть, что если x → 1 с любой стороны, то соответствующие точки M(x, y) графика стремятся к точке M(1, 3), т.е. можно предположить, что [image: image89.png]lim (2x+1)=3



. 

2. Найти предел функции y=ex+1 при x → 0. Используя график заданной функции, несложно заметить, [image: image90.png]


.

ТЕОРЕМЫ О ПРЕДЕЛАХ
Теорема 1. Предел алгебраической суммы двух, трех и вообще определенного числа функций равен алгебраической сумме пределов этих функций, т.е.

[image: image91.png]lim (£() + g()) = fim £ + lim, &(x)



.

Пример. [image: image92.png]


.
Теорема 2. Предел произведения двух, трех и вообще конечного числа функций равен произведению пределов этих функций:

[image: image93.png]lim (£()- g0)= lim £ - im £()



.

Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за знак предела:

[image: image94.png]lime-f(x)=clim f()



.

Следствие 2. Предел степени равен степени предела:

[image: image95.png]() = (1m0



.

Пример.[image: image96.png]lim 5% = Stim 5= 53 = 40



.

Теорема 3. Предел частного двух функций равен частному пределов этих функций, если предел знаменателя отличен от нуля, т.е.

[image: image97.png]fim f(2)
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.

Примеры.
1. [image: image98.png]PR I R WS ERE I
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.

2. [image: image99.png]


.

3. Рассмотрим [image: image100.png]


. При x→1 числитель дроби стремится к 1, а знаменатель стремится к 0. Но так как [image: image101.png]


, т.е. [image: image102.png]


есть бесконечно малая функция при x→1, то [image: image103.png]


.

[image: image1.png]


Теорема 4. Пусть даны три функции f(x), u(x) и v(x), удовлетворяющие неравенствам u(x)≤f(x)≤ v(x). Если функции u(x) и v(x) имеют один и тот же предел при x→a (или x→∞), то и функция f(x)стремится к тому же пределу, т.е. если

[image: image104.png]lim ur) = fim v = &



, то [image: image105.png]fim f(0)



.

Смысл этой теоремы понятен из рисунка.

Теорема 5. Если при x→a (или x→∞) функция y=f(x) принимает неотрицательные значения y≥0 и при этом стремится к пределу b, то этот предел не может быть отрицательным: b≥0.

Теорема 6. Если две функции f(x) и g(x) при всех значениях аргумента x удовлетворяют неравенству f(x)≥g(x) и имеют пределы  [image: image106.png]lm f(x)=&, lm g(x)=c



, то имеет место неравенство b≥c.

ОДНОСТОРОННИЕ ПРЕДЕЛЫ
[image: image241.png]


Довольно часто можно встретить функции, которые не имеют предела в заданной точке, но они имеют предел, если x→a, оставаясь с одной стороны от а, слева или справа (см. рис.). Поэтому вводят понятия односторонних пределов.

Если f(x) стремится к пределу b при x, стремящемся к некоторому числу a так, что x принимает только значения, меньшие a, то пишут [image: image107.png]Jm @)=t



и называют  b пределом функции f(x) в точке a слева.
Таким образом, число b называется пределом функции y=f(x) при x→a слева.
Аналогично, если x→a и принимает значения большие a, то пишут [image: image108.png]Jm f(D=b



и называют b пределом функции в точке а справа. Т.е. число b называется пределом функции y=f(x) при x→a справа.
Заметим, что если пределы слева и справа в точке a для функции f(x) не совпадают, то функция не имеет предела (двустороннего) в точке а.

Примеры.
1. [image: image242.png]


Рассмотрим функцию y=f(x), определенную на отрезке [0,1] следующим образом

[image: image109.png]~1apu0=x<3,

—x mpu3sxs4




Найдем пределы функции f(x) при x→3. Очевидно, [image: image110.png]Jm S = lm (r-1)=2

ol



, а [image: image111.png]Jmm ()=l 3-x)=0



.

ТИПЫ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ И СПОСОБЫ ИХ РАСКРЫТИЯ
Часто при вычислении пределов какой-либо функции, непосредственное применение теорем о пределах не приводит к желаемой цели. Так, например, нельзя применять теорему о пределе дроби, если ее знаменатель стремится к нулю. Поэтому часто прежде, чем применять эти теоремы, необходимо тождественно преобразовать функцию, предел которой мы ищем.

Условные выражения

[image: image112.png]



характеризуют типы неопределенностей и применяются для обозначения переменных величин, при вычислении предела которых нельзя сразу применять общие свойства пределов.

Рассмотрим некоторые приемы раскрытия неопределенностей.

I. Неопределенность [image: image113.png]


.

1. [image: image114.png]—D(x? 2
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.

2. [image: image115.png]—6x% +11x— —D(x? -
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.

При разложении числителя на множители воспользовались правилом деления многочлена на многочлен «углом». Так как число x=1 является корнем многочлена x3 – 6x2 + 11x– 6, то при делении получим
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3. [image: image117.png]
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.

II. Неопределенность [image: image119.png]818



.

1. [image: image120.png]3t - 5x
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.

При вычислении предела числитель и знаменатель данной дроби разделили на x в старшей степени.

2. [image: image121.png]1-227 +x
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.

3. [image: image122.png]


.

4. [image: image123.png]7
21
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.

При вычислении предела воспользовались равенством [image: image124.png]


, если x<0.

Следующие виды неопределенностей с помощью алгебраических преобразований функции, стоящей под знаком предела, сводят к одному из рассмотренных выше случаев [image: image125.png]


или [image: image126.png]818



.

III. Неопределенность 0 ·∞.
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.

IV. Неопределенность ∞ –∞.
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2. [image: image129.png]3 1 3 1 3-1-x-2
L ) fo—co]=tim _ im -
2 1—x] fo-e] H;[(px)(lnn?) =) TR e )

2-x-%% —(x=1x+2) im —(x+2) _ 1

o ) i i are?) S Trra?




3. [image: image130.png]tim (1= x)=[oo+o0] =0



.

Замечательные пределы

[image: image131.png]=





Функция [image: image132.png]


 не определена при x=0, так как числитель и знаменатель дроби обращаются в нуль. График функции изображен на рисунке.

Однако, можно найти предел этой функции при х→0.

[image: image133.png]



Выведенная формула и называется первым замечательным пределом.

Таким образом, первый замечательный предел служит для раскрытия неопределенности [image: image134.png]


. Заметим, что полученную формулу не следует путать с пределами [image: image135.png]


.

Примеры.
1. [image: image136.png]50
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.

2. [image: image137.png]


.

3. [image: image138.png]


.

4. [image: image139.png](x=2)(x+2)
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.
Второй замечательный предел служит для раскрытия неопределенности 1∞ и выглядит следующим образом

[image: image140.png]m[nl] :hmmu)% e
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Обратим внимание на то, что в формуле для второго замечательного предела в показателе степени должно стоять выражение, обратное тому, которое прибавляется к единице в основании (так как в этом случае можно ввести замену переменных и свести искомый предел ко второму замечательному пределу).

Примеры.
1. [image: image141.png]


.

2. [image: image142.png]


.

3. [image: image143.png]


.

4. [image: image144.png]


.

5. [image: image145.png]L)

a1z




.

Непрерывность функции

Понятие непрерывности функции в точке

Определение. Функция [image: image146.png]


 называется непрерывной в точке [image: image147.png]


, если:
1) функция [image: image148.png]


 определена в точке [image: image149.png]


 и ее окрестности;

2) существует конечный предел функции [image: image150.png]


 в точке [image: image151.png]


;

этот предел равен значению функции в точке [image: image152.png]


, т.е. [image: image153.png]lim f(x) = f(a)




Замечание. При нахождении предела функции [image: image154.png]


, которая является непрерывной, можно переходить к пределу под знаком функции, то есть
[image: image155.png]lim f(z) = [ (limz) = f(a)




Непрерывность функции на промежутке

Определение. Функция, непрерывная во всех точках некоторой области, называется непрерывной в этой области.
Функция [image: image156.png]


 называется непрерывной справа в точке [image: image157.png]


, если [image: image158.png]fla+0)= lim f(x)= f(a)



.

Функция [image: image159.png]


 называется непрерывной слева в точке [image: image160.png]


, если [image: image161.png]fla—0)= Tlim f(zx) = f(a)



.

Функция [image: image162.png]


 называется непрерывной в интервале [image: image163.png]


, если она непрерывна в каждой точке этого интервала.

Функция [image: image164.png]


 называется непрерывной на отрезке [image: image165.png]a: b



, если она является непрерывной в интервале [image: image166.png]


, непрерывной справа в точке [image: image167.png]


, то есть [image: image168.png]


 и непрерывной слева в точке [image: image169.png]


, то есть [image: image170.png]f(b—0)= f(b)



.

Свойства функций непрерывных на отрезке:
1. Теорема Вейерштрасса. Если функция непрерывна на отрезке, то она достигает на этом отрезке свои наибольшее и наименьшее значения.

Непрерывная на отрезке [image: image171.png]a: b



 функция является ограниченной на этом отрезке.

2. Теорема Больцано-Коши. Если функция [image: image172.png]


 является непрерывной на отрезке [image: image173.png]a: b



 и принимает на концах этого отрезка неравные между собой значения, то есть [image: image174.png]


, [image: image175.png]


, то на этом отрезке функция принимает и все промежуточные значения между [image: image176.png]()



 и [image: image177.png]O



.

Если функция [image: image178.png]


, которая непрерывна на некотором отрезке [image: image179.png]a: b



, принимает на концах отрезка значения разных знаков, то существует такая точка [image: image180.png]¢ e |a:b



 такая, что [image: image181.png]


.

Полезные теоремы о непрерывности функции
Теорема. Если функции [image: image182.png]


 и [image: image183.png]


 непрерывны в точке [image: image184.png]


, то функции [image: image185.png]


,[image: image186.png]


, [image: image187.png]


также непрерывны в точке [image: image188.png]


.
Пусть функция [image: image189.png]


 задана на множестве [image: image190.png]


, а [image: image191.png]


 - множество значений этой функции. Пусть на множестве [image: image192.png]


 задана функция [image: image193.png]


. Тогда говорят, что на множестве [image: image194.png]


 задана композиция функций (или сложная функция)[image: image195.png]


.

Теорема. Пусть функция [image: image196.png]


 непрерывна в точке [image: image197.png]


, а функция [image: image198.png]


 непрерывна в точке [image: image199.png]


. Тогда композиция функций [image: image200.png]


непрерывна в точке [image: image201.png]


.
Теорема. Каждая элементарная функция, заданная в окрестности некоторой точки, непрерывна в этой точке.
Приращение аргумента и функции
Рассмотрим функцию [image: image202.png]


, которая определена в некотором интервале [image: image203.png]


 и рассмотрим произвольную точку [image: image204.png]


 из этого интервала: [image: image205.png]


.

Определение. Приращением аргумента [image: image206.png]


 в точке [image: image207.png]


 называется разность [image: image208.png]



Замечание. Из последнего равенства легко увидеть, что [image: image209.png]


.

Приращением функции [image: image210.png]


 в точке [image: image211.png]


 называется разность соответствующих значений функции [image: image212.png]


 или, используя равенство из выше приведенного замечания, будем иметь:

[image: image213.png]— f(xo) = flxo + Azx) — f(xn)




Теорема. Функция [image: image214.png]


 непрерывна в точке [image: image215.png]


 тогда и только тогда, когда бесконечно малому приращению аргумента [image: image216.png]


 соответствует бесконечно малое приращение функции [image: image217.png]


:
[image: image218.png]Jim Ay = lim Af(zo) = lim |f(xo + Ax) = f(zo)] =0




Точки разрыва функции и их классификация

Определение. Точка [image: image219.png]


, в которой нарушено хотя бы одно из трех условий непрерывности функции, а именно:
1) функция [image: image220.png]


 определена в точке и ее окрестности;

2) существует конечный предел функции [image: image221.png]


 в точке [image: image222.png]


;

этот предел равен значению функции в точке [image: image223.png]


, т.е. [image: image224.png]lim f(x) = f(a)




называется точкой разрыва функции.

Точка разрыва первого рода

Определение. Если в точке [image: image225.png]


 существуют конечные пределы [image: image226.png]f(a — 0)



 и [image: image227.png]


, такие, что [image: image228.png]


, то точка [image: image229.png]


 называется точкой разрыва первого рода.
Точка разрыва второго рода

Определение. Если хотя бы один из пределов [image: image230.png]f(a — 0)



 или [image: image231.png]


 не существует или равен бесконечности, то точка [image: image232.png]


 называется точкой разрыва второго рода.
Точка устранимого разрыва

Определение. Если существуют левый и правый пределы функции в точке и они равны друг другу, но не совпадают со значением функции [image: image233.png]


 в точке [image: image234.png]


:[image: image235.png]


 или функция [image: image236.png]


 не определена в точке [image: image237.png]


, то точка [image: image238.png]


 называется точкой устранимого разрыва.
Замечание.
При нахождении предела функции [image: image239.png]


, которая является непрерывной, можно переходить к пределу под знаком функции, то есть

[image: image240.png]lim f(z) = [ (limz) = f(a)




